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 O conjunto dos números reais, ),,,( <×+= RR  é um corpo ordenado completo. É um corpo por 
ser munido das operações usuais, ,+ × , que satisfazem as propriedades de estrutura de corpo; é ordenado 
pois <  satisfaz os axiomas de ordem; e finalmente é completo por satisfazer o axioma do supremo,  

P1: “ Todo subconjunto não vazio  de R limitado superiormente tem supremo”. 
Resultados significativos da Análise são fundamentados nesse axioma. Vejamos alguns desses 

resultados. 
 Inicialmente vejamos que o axioma do supremo garante ser R um corpo arquimediano, no seguinte 
sentido: 
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∈=Α Nnna /  seria não vazio e limitado superiormente por b, logo, por P1, tem 

supremo. Seja sups = Α . Então ( 1)na n a a s a= + − ≤ − , o que implica s a−  ser cota superior de Α  e 
menor que s, o que é contradição. 
 Ainda, como conseqüência do axioma do supremo temos os seguintes resultados: 

(a) R é um espaço métrico completo, com a métrica usual:  
P2 : “ Toda seqüência de Cauchy é convergente” . 

(b) Em R vale o Teorema dos Intervalos Encaixantes: 
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(c) As seqüências monótonas têm a seguinte propriedade: 
P4: “Toda seqüência monótona crescente e limitada superiormente é convergente”. 

 Isso nos garante uma condição necessária e suficiente para uma seqüência monótona ser 
convergente. 
 
 A questão que vamos responder é: Se vale uma dessas propriedades acima, então pode-se concluir 
o axioma do supremo? Por exemplo: partindo da hipótese de R ser completo como espaço métrico, R é 
completo no sentido de valer o axioma do supremo? Se assumirmos que em R vale a propriedade 
arquimediana, PA, temos que a resposta é afirmativa. 
 O que faremos a seguir é assumirmos a propriedade arquimediana, PA, e provarmos que: P2 ⇒  
P1,  P3 ⇒  P1, P4 ⇒  P1. 

 Para isso observamos que se a propriedade arquimediana vale então a seqüência 
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 Provaremos inicialmente que P3. ⇒  P1. 

Seja RC ⊂ , ≠C Ø e C limitado superiormente. Provemos que C tem supremo. Pois bem, 
tomemos Ca ∈1  e Cb ∉1  com 1b  cota superior de C tal que 11 ba ≤ e 1b C∉ . Isso é possível pois 
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superior de C. Vejamos que c é a menor das cotas superiores. Suponhamos que c não seja a menor das 
cotas superiores de C. Então: 0>∃ε  tal que ε−c  é cota superior de C. Mas à direita de 
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Vejamos a seguir que P2 ⇒  P1, sempre supondo que a propriedade arquimediana seja válida. 
Usando o resultado anteriormente aprovado basta provarmos que P2. ⇒  P3.  Com efeito, Seja ( )
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Portanto vale P3 ⇒  P1, ou ainda P2 ⇒  P3 ⇒  P1, desde que a propriedade arquimediana seja válida. 
 
Finalmente provemos que P4 ⇒  P1 Para isso basta provarmos que P4 ⇒  P3 Com efeito, seja 
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Claro que se 0→−=Ι
nnn

ab , então a = b. Portanto vale P3, como P3 ⇒  P1 , então P4 ⇒  P1, desde 

que a propriedade arquimediana seja válida. 
 
Lembramos que os axiomas de corpo ordenado juntos com a hipótese de que R é um espaço 

métrico completo não implicam no axioma do supremo. O que podemos afirmar é que existem corpos 
ordenados que são espaços métricos completos mas que não são corpos ordenados completos. Esses 
objetos não são facilmente encontrados. 
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